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Összefoglalás
A P parallelotóp egy olyan konvex politóp, melynek eltolt példá-
nyai a tér egy kövezését adják és lapjai lap-lap mentén csat-
lakoznak. Legyen F az n-dimenziós P parallelotóp egy (n −
− 3)-dimenziós lapja. Tekintsünk egy S 3-dimenziós teret, mely
transzverzálisan metszi az F lapot. Az F lap egy kis környezeté-
ben a P parallelotóp kövezésének az S térrel vett metszete ad-
ja a kövezés 3-dimenziós poliéder alakzatát, melyet az F lap 3-
dimenziós hiper alakzatának nevezünk. Ebben a cikkben az (n−
− 3)-dimenziós lapok 3-dimenziós hiper alakzatának és az FS
szabad tér dimenzójának a kapcsolatát vizsgáljuk.
Abstract
The parallelotope P is a convex polytope which translated co-
pies tile the space in a face to face way. Let F be a (n− 3)-
dimensional face of the n-dimensional parallelotope P. Consider
a 3-dimensional space S that intersects the face F transversally.
In a small neighbourhood of the face F the section of a tiling of
the parallelotope P by the space S gives the 3-dimensional poly-
hedral fan which is called the 3-dimensional fan of the face F . In
this paper the connection of the 3-dimensional fan of the face F
and the dimension of the free space FS is investigated.
1. Bevezetés
1.1. Parallelotópok
A parallelotóp egy olyan konvex poliéder, mely hézagmentesen és egyrétu˝en kitölti a teret úgy,
hogy eltolt példányai lap-lap mentén csatlakoznak. A parallelotóp tetszo˝leges pontja az eltolt pél-
dányokra nézve rácsot alkot, így a parallelotópok középpontjai is rácsot alkotnak. H. MINKOWSKI
[11] bizonyította, hogy a parallelotópok középpontosan szimmetrikus poliéderek, továbbá igazolta az
alábbi szükséges feltételeket, melyek elégségességét 1954-ben B.A. VENKOV [12] láttott be. 1980-
ban P. MCMULLEN [10] bizonyította az állítást B.A. VENKOV eredményéto˝l függetlenül.
1. Theorem. (B.A. VENKOV, P. MCMULLEN) A P politóp, akkor és csak akkor parallelotóp, ha
a) P centrálszimmetrikus,
b) P minden (n-1)-dimenziós lapja is centrálszimmetrikus,
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Az 1. és 2. ábrán 3-dimenziós eseteket ábrázoltunk, ekkor az (n-2)-dimenziós lap egy él, e mentén
vett vetület a fenti tétel alapján az egyik esetben parallelogramma, a másikban centrálszimmetrikus
hatszög. A poliéder azon lapjai, melyek vetülete parallelogramma, illetve centrálszimmetrikus hat-
szög a parallelotóp egy 4-, illetve 6-övét határozzák meg. Tehát a c) feltétel ekvivalens azzal, hogy
parallelotóp esetén csak 4-, illetve 6-öv fordulhat elo˝.
1. ábra. 4-öv 2. ábra. 6-öv
A síkban 2 parallelotóp létezik, a parallelogramma és a centrálszimmetrikus hatszög. A térben
összesen 5 parallelotóp van, melyek kombinatorikus osztáklyait E.S. FEDOROV [5] írta le: a kocka, a
hatszög alapú hasáb, a rombdodekaéder, a nyújtott rombdodekaéder és a csonkolt oktaéder.
1.2. Dirichlet-Voronoi cellák
Legyen adva egy L diszkrét ponthalmaz az n-dimenziós euklideszi térben. Az L halmaz egy
P pontjának Dirichlet Voronoi cellája, röviden DV cellája a tér azon pontjainak halmaza, melyek a
P ponthoz legalább olyan közel vannak mint az L ponthalmaz bármely más pontjához. A 3. áb-
ra egy általános pontrendszer DV celláját ábrázolja, a 4. ábrán egy rács, mégpedig a szabályos
háromszög-rács DV cellái láthatók. A továbbiakban mi csak rácsok DV celláit vizsgáljuk, ebben az
esetben könnyen látható, hogy a DV cella egy parallelotóp.
3. ábra. DV cella 4. ábra. Rács DV cellája
Elo˝ször 1850-ben G.L. DIRICHLET [1] vizsgált ilyen alakzatokat, majd 1908-ban G. F. VORONOI
[14] parallotópokkal kapcsolatos munkája során fogalmazta meg híres sejtését, mely azt állítja, hogy
minden parallelotóp egy rács DV cellájának affin képe. A sejtést máig sem sikerült igazolni, de szá-
mos eredmény született. Ehhez a témakörhöz kapcsolódóan (n− 3)-dimenziós lapok 3-dimenziós
hiper alakzatait vizsgálom. E rövid bevezetés után a következo˝ fejezet a legfontosabb fogalmakat




2.1. k-dimenziós hiper alakzatok
Legyen L egy n dimenziós rács. Az S(x, r) = {y ∈ Ed : |y−x| = r} gömböt üresnek nevezzük,
ha |z−x| ≥ r teljesül minden z ∈ L-re. Ha S(x, r) egy üres gömb és dim(S(x, r)∩L) = n, akkor
conv(S(x, r)∩L) ponthalmazt nevezzük a rács Delaunay n-cellájának. A DV cella felbontás és a
Delaunay felbontás között duális kapcsolat van: A DV cellának a középpontja a Delaunay felbontás
csúcsa. Legyenek F és F ′ a DV cellának a lapjai, és D(F ), D(F ′) a Delaunay felbontás megfelelo˝
cellái. F ′⊂F , akkor és csak akkor ha D(F )⊂D(F ′). A Delaunay felbontás motiválta a P paralelotóp
(n−k)-dimenziós lapjához tartozó k-dimenziós hiper alakzat definícióját :
1. Definíció. Legyen F a P paralelotóp egy (n−k)-dimenziós lapja. Tekintsük az F -et transverzálisan
metszo˝ k-dimenziós S síkot. F -nek egy kis környezetében a P paralelotóp kövezésnek az S síkkal
vett metszete adja az F lap k-dimenziós hiper alakzatát, melyet Fan(F )-fel jelölünk.
5. ábra. k-dimenziós hiper alakzatok
Fan(F ) és D(F ) kölcsönösen egyértelmu˝en megfeleltetheto˝k egymásnak, mint azt az 5. ábra
is mutatja. A függo˝leges élhez tartozó Delaunay cella a négy kocka középpontja által meghatáro-
zott négyzet, míg a 2-dimenziós alakzat 2 egymást metszo˝ szakasz, mely a négyzet oldalainak a
felezo˝pontjait köti össze.
B.N. DELAUNAY [2] megadta a 2- és 3-dimenziós hiper alakzatokat. 2-dimenziós hiper alakzat-
ból 2 különbözo˝ (6. ábra), 3-dimenziós hiper alakzatból 5 különbözo˝ (7. ábra) kombinatorikus típus
létezik:
a) b)
6. ábra. 2-dimenziós hiper alakzatok
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a) b) c)
d) e)
7. ábra. 3-dimenziós hiper alakzatok
2.2. Kihúzás és szabadsági foka
Tekintsük az n-dimenziós P és Q parallelotópokat. S(z)-vel jelöljük a z irányú és z hosszúságú
szakaszt. Ha létezik olyan z irány, melyre P+S(z) = Q, ahol + jelöli a Minkowski összeget, akkor
P-t a Q összenyomottjának és Q-t a P kihúzottjának nevezzük. V. GRISHUKHIN a z vektort szabad
vektornak nevezte, ha a P z irányban kihúzható.
V. GRISHUKHIN [6] 2004-ben fogalmazta meg az alábbi tételt, mely egy jól használható szükséges
és elégséges feltételt ad arra, hogy mikor húzható ki egy parallelotóp, bizonyítását 2014-ben M.
DUTOUR [4] egészítette ki :
2. Theorem. (V. GRISHUKHIN, M. DUTOUR) A következo˝ állítások ekvivalensek egy P parallelotópra:
(a) a P⊕S(z) Minkowski összeg parallelotóp,
(b) a z vektor mero˝leges a P parallelotóp minden 3-övének legalább egy lapvektorára.
A parallelotóp tetszo˝leges (n−1)-dimenziós lapjához tartozik egy rácsvektor, mely a laphoz tarto-
zó két parallelotóp középpontját köti össze. Ezt a vektor meghatározó vektornak nevezzük [3]. Á. G.
HORVÁTH [8] igazolta, hogy egy 4-övhöz tartozó (n−2)-dimenziós lap mindig centrálszimmetrikus,
így természetesen adódik, hogy az ilyen (n−2)-dimenziós lapokhoz is tartozik egy rácsvektor.
Legyen P egy parallelotóp és ennek egy (n− 2)-dimenziós lapja F . Ekkor létezik két (n− 1)-
dimenziós lapja a parallelotópnak, mely tartalmazza az F lapot. E két lap rácsvektorai legyenek t1 és
t2. Ha az F lap egy 4-övet határoz meg, akkor a t= t1+t2 vektort nevezzük az F lap meghatározó-
vektorának.
Az így definiált meghatározó-vektorok segítségével tetszo˝leges z irányhoz hozzárendelhetünk
egy rácsot [7], [13], mely a parallelotópot meghatározó rács egy részrácsa lesz.
2. Definíció. Legyen P az L rács egy parallelotópja és z egy adott irány a térben. Lz-vel jelöljük
az L rácsnak azt a részrácsát, melyet a P parallelotóp z irányú árnyékhatárához tartozó maximális
lapok meghatározó-vektorai feszítenek ki. Ezt a rácsot nevezzük a P parallelotóp z irányú Venkov-
rácsának, ahol a P parallelotóp z irányú árnyékhatára P-nek azokból az x határpontjaiból áll, me-
lyekre az {x+λz|λ ∈ R} egyenes P-nek egy támasz egyenese.
Ha a parallelotóp z irányban kihúzott (nem nulla kövérségu˝), akkor a Venkov-rács (n − 1)-
dimenziós és megegyezik a Venkov által definiált ráccsal. A szabad vektorokból kiindulva A. MA-
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GAZINOV [9] is definiálja a szabad teret, melynek dimenziója megegyezik az általam definiált kihúzás
szabadsági fokával és megadja a 3-dimenziós hiper alakzatok esetén a szabad terek helyzetét.
3. Definíció. Legyen P egy parallelotóp, z és z′ szabad vektor. Ha a z és z′ vektorokhoz tartozó
árnyékhatár megegyezik, azaz Lz = Lz′ , akkor a z és z′ vektorokat egy osztályba soroljuk. A z-vel
egy osztályba tartozó vektorok terét szabad térnek, ennek a térnek a dimenzióját z irányú kihúzás
szabadsági fokának nevezzük.
3. 3-dimenziós alakzatok és a kihúzás szabadsági foka
1. Állítás. Ha a P parallelotóp esetén a z irányú kihúzás szabadsági foka 2, akkor z-hez transzver-
zális, árnyékhatárhoz tartozó (n− 3)-dimenziós lapok 3-dimenziós hiper alakzatai csak a 7. ábrán
szereplo˝k közül a d) vagy e) típusúak lehetnek.
A 3-dimenziós alakzat definíciója miatt a 7. ábrán szereplo˝ alakzatok középpontja a P parallelotóp
egy (n−3)-dimenziós lapjának metszete a transzverzális 3-dimenziós térrel, a középpontból kiinduló
élek pedig (n− 2)-dimenziós lapok metszetei és értelemszeru˝en a középpontból kiinduló élek által
határolt lapok pedig (n−1)-dimenziós lapok metszetei. Jelöljük az (n−1)-dimenziós lapokat Fi-vel, a
metszeteit F ′i -vel, az (n−2)-dimenziós lapokat Gi-vel, a metszeteit G′i-vel, az (n−3)-dimenziós lapot
O-vel, a metszetét O′-vel. Az állítás feltétele miatt z transzverzális az (n−3)-dimenziós lappal, így
benne van a 3-dimenziós metszo˝ térben, tehát z = z′. Ha z ebben a 3-dimenziós térben valamely
G′i él irányába esik, akkor a kihúzás szabadsági foka 1. Nézzük azt az esetet a továbbiakban, hogy
nem G′i él irányú a z kihúzás. A 7. ábra a), b), c) típusú alakzatain az összes G
′
i él kivéve a c) ábra
függo˝leges élét olyan, hogy a nekik megfelelo˝ Gi (n−2)-dimenziós lapok 6-övhöz tartoznak. Ezek
a Gi (n−2)-dimenziós lapok nem lehetnek maximális dimenziós árnyékhatárbeli lapok, mert akkor
a z irányú kihúzás után 8-övet is tartalmazna a poliéder, tehát nem lenne parallelotóp. Így a z irány
benne van olyan síkokban, melyek 6-övhöz tartozó G′i éleket tartalmaznak. A c) típus esetén 3 külön-
bözo˝ eset lehet: vagy a négy függo˝leges síkban van a 6-övhöz tartozó G′i él, tehát ezek függo˝leges
metszetében, ami a függo˝leges él, ez ellentmondás. Vagy egy 6-övhöz tartozó élt tartalamzó füg-
go˝leges síkban és a vele szemközti élt tartalmazó két ferde sík metszetében, de ez is egy él, tehát
ellentmondás. Végül lehetne a 8. ábrán jelölt két ferde síkban a z, de akkor ezek metszetébe kell
esni, ami megint ellentmondás, mert a kihúzás szabadsági fokának 2-nek kell lenni. Tehát a c) típus
esetén nem lehet a kihúzás szabadsági foka 2.
8. ábra. c) típus vizsgálata
Az a) és b) esetekben is könnyen látszik, hogy legalább 2 G′i éleket tartalmazó sík metszetében
benne kell lenni a z-nek, tehát nem lehet a kihúzás szabadsági foka 2.
4. Összegzés
Tehát összefoglalva megállapíthatjuk, hogy ha egy P parallelotóp esetén a z irányú kihúzás sza-
badsági foka 2, akkor a z irányú árnyékhatárhoz tartozó transzverzális (n− 3)-dimenziós lapok 3-
dimenziós hiper alakzatai nem lehetnek a), b), c) típusúak. Tehát csak d) vagy e) típusú 3-dimenziós
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hiper alakzatok tartoznak az árnyékhatár (n− 3)-dimenziós lapjaihoz. Ez azt jelenti, hogy ha a z
irányú kihúzás szabadsági foka 2, akkor szinte csak 4-övet tartalmaz a parallelotóp.
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